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Priklady RBF

Gaussova: o(r) = o (@)’

Multikvadraticka:

H(r) =1+ (&1’

Inverzna kvadraticka:

1

P(r) = 1+ (&.r)°

r=|| X=X ||
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Definicia:

OFunkcia je radial symetricka (alebo je RBF), ak jej vystup
zavisi od vzdialenosti medzi vstupnym vektorom a
vektorom zapamatanym v tejto funkcii

Napriklad,
Vzdialenost' r =|x— x| kde x je vstupnyvektor, x; je vektor

asociovany s RBF

Pre vystup plati

#(r) = p(ry), akr, <,
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Priklady RBF
1

Inverzna multikvadratickd: g(r) =

\/1+ (e.r)’
Polyharmonicky spline:
p(r)=r"k=135,.
p(r)=r“Inr,k=2,486,..

Tenky spline (Specialny polyharmonicky

line):
spline) Hr)=r’Inr


http://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Inverse_Multiquadric&action=edit&redlink=1
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Vlastnosti Gaussovej funkcie

p(r)=e"

r=|| X=X ||
V 1-rozmernom priestore
Symetricka funkcia s centrom (so stredom)
v X,

r nadobuda rovnaké hodnoty pre body
rovnako vzdialené od centra
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(Gaussova RBF

« Gaussova RBF monoténne klesa
vzdialenostou od centra

* Gaussove RBF su lokalne
(najvacsie odozvy davaju v okoli
centra)

* SU vo vSeobecnosti najviac
pouzivane

§(x) =

e(e X)*

™1
10
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Vlastnosti Gaussovej funkcie

V 3-rozmernom priestore
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Motivacia: XOR funkcia

X2
O o
@ O
Xy
X p(X)  po(X)
(1,1) 1 0.1353
(0,1) 0.3678 0.30678
(0,0) 0.1353 1
(1,0) 0.3678 0.30678

{5(
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Radial Basis Function siete

RBF siet je neuronova siet navrhnuta tak, aby
rieSila problém hladania ¢o najlepsej krivky -
aproximacny problém vo vysoko
dimenzionalnom priestore

Ucenie je ekvivalentné hladaniu takej funkcie
viacerych premennych, ktora sa najlepsie
zhoduje s tréningovymi datami
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Neuronove siete s Radial Basis Funkciami

LepsSia vykonnost neZ u sigmoidalnych funkcii
O Niektoré klasifika¢né problémy
O Interpoldcia funkcii

EsSte raz definicia:

OFunkcia je radial symetricka (alebo je RBF), ak jej vystup
zavisi od vzdialenosti medzi vstupnym vektorom a
vektorom zapamatanym v tejto funkcii




|

Neuronove siete s Radial Basis Funkciami

XOR problém

[2-2-1 siet
2 skryté neurény su RBF

Vystupny neurén moze byt sign alebo sigmoidalny

Ak je na vstupe x:
Skryté neurdny vypocitaju vzdialenosti a potom je

vypocitany vystup

Vsetky vahy do skrytych neuronov sa nastavené na 1

Vahy do vystupného neurdénu st trénované metoédou
Least Mean Squared Errors

t at, mozu byt tiez trénované

O
X pl(x) ,02(X)
(1,1) 1 0.1353
(0,1) 0.3678 0.3678
(0,0) 0.1353 1
(1,0) 0.3678 0.3678
.. ®(0,0)
(6),1) .(1’1)
(1,0)
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Popis RBF sieti

Pozostava z 3 vrstiev (vstupna, skryta, vystupna)
Vstupna vrstva je tvorend neurénmi, ktoré spajaju siet' s
prostredim

Na vstupe kazdého neurénu (skryta vrstva), je vypocitana
vzdialenost medzi centrom neurdnu & vstupnym vektorom

Pouziva RBF (Gaussovu funkciu) na vytvorenie vystupu
neuronov

Vystupna vrstva je linedrna a vydava odozvu siete na zadané
vstupy

Toto hovori o velkej popularite tychto sieti a sa hlavnym
konkurentom doprednych viacvrstvovych sieti



RBF siet - architektura

d vstupov

H neurdnov skrytej vrstvy
X1 ‘
C vystupov

R

A( k= fnet )= f| D wgy; Z‘iWkaJ

U A
X(d-1) ‘Iiw -
e

{ U:XT

Xd
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Vystupna vrstva

Vystupna vrstva vykondva jednoduchu vazenu sumu s
linearnym vystupom.

Ak je RBF siet pouZzivana na aproximaciu funkcii (zhoda
s redlnym c¢islom) potom vystup je velmi dobry.

Avsak, ak je pozadovana Kklasifikacia vzorov, tak je

potrebné pouzit funkciu signum alebo tvrdé
ohranicenie, aby bol dosiahnuty vystup o/1.
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Klastrovanie

Jedine¢tnym zdkladnym rysom RBF siete je proces
vykonavany v skrytej vrstve.

Idea je taka, ze vzorky vo vstupnom priestore tvoria klastre.

Ak sa zname centra klastrov, tak je mozZné merat
vzdialenosti od centier.

Dalej, tato vzdialenost je merand nelinedrne, takZe ked
vzorka je v oblasti klastra (blizko centra), tak dava hodnotu
blizku 1.

Mimo tejto oblasti hodnota dramaticky klesa.

Dolezité je, ze tato oblast je radidlne symetrickd okolo
klastrového centra, preto tato nelinearna funkcia sa stava
znamou ako radial-basis funkcia.
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Meranie vzdialenosti

Obvykle Euklidova vzdialenost.

Pre kazdy neurdon skrytej vrstvy vahy reprezentuju
suradnice centra odpovedajuceho klastra.

Preto pre vstup X, vzdialenost od centra je urcovana
pomocou vztahu
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Sirka funkcie v skrytych neurénoch

o definuje Sirku alebo radius zvona Gaussovej funkcie
a niekedy je urCovana empiricky.

Ak vzdialenost’ od centra Gaussovej funkcie dosiahne
o, vystup sa pohybuje v intervale 1 - 0.6.
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Hladanie sirky Gaussovej funkcie

Ked mame centra klastrov je mozné urcit radius Gaussovej krivky.

Je to mozné urobit metédou P-najblizsich susedov.

Pocet P je mozné zvolit, a pre kazdé centrum je najdenych P
najblizsich susedov.

Pre klaster cp mame:

Typicka hodnota pre P je 2.



Neuronove siete s RBF

Vzorky klastrov
OPrilis mnoho skrytych neuronov, ked # vzoriek je prilis velky
OZgrupovanie podobnych vzoriek spolu do N klastrov, kazdy s
Centralnym vektorom X

Predpokladanym strednym vystupom ¢,

1 N
o=—=> ¢ir(llm:— =)

=1

Sietovym vystupom

Predpokladajme, zZe vieme urcit N a vieme ako rozdelit
vSetkych P vzoriek do klastrov (nie je to lahka uloha), ¢; a

Hi moézu byt nastavené ucenim
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Neuronove siete s Radial Basis Funkciami

Ucenie (trénovanie) RBF siete

1 Parametre ucenia:

w i w N
T N - — .o
1 N? 9 N y My y N
minimalizovat
P P
E=) E,=) (d—o0,)
O Metoda klesajuceho gradientu p=1 p=1
Aw; = ni(dp — op)p(||zp — p]) and
Apij = —nijwi(dy — op) R ([|lzp — pill) (zp, — pis)

O Je mozno urcit Hit jey inymi klastrovacimi technikami a azZ potom pouzit metédu
klesajuceho gradientu len pre vahy
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Trénovanie skrytej vrstvy

Skryta vrstva v RBF sieti ma neurdny, ktoré maju vahy
odpovedajuce vektorovej reprezentacii centra klastra.

Tieto vahy st ndjdené bud tradi¢nymi klastrovacimi
metodami alebo st adaptované pomocou zakladného
Kohonenovho algoritmu.

V oboch pripadoch je trénovanie bez dozoru, len pocet k
zvolenych klastrov je nastaveny dopredu. Algoritmus tak
nadjde k najlepsich klastrov.

Algoritmus k -mean:

Na zaciatku je zvolenych k bodov (predbeznych centier) v
priestore nahodne.

Potom su ndajdené vzdialenosti vsSetkych bodov v
tréningovej vzorke od k centier.
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Trénovanie skrytej vrstvy

Pre kazdy tréningovy bod je vybrané najblizsie centrum -
zaciatocna klasifikacia, kazdy bod patri do jednej triedy
urcenej centrom.

Vezmeme vSetky body, ktoré patria k centru 1, vypocitame
priemerné hodnoty suradnic a tie sa stanud suradnicami
nového centra 1.

Toto sa opakuje pre vsetky triedy 2 - k. Tak vznikne k novych
centier.

Proces merania vzdialenosti bodov od centier a reklasifikacia
prebieha dovtedy, pokym nastavaju nejaké zmeny - t.j. sucet
vzdialenosti je monitorovany a trénovanie zastavi, ked
celkova vzdialenost sa uz nezmensuje.
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Adaptivny k-means

Alternativou je pouzitie k -means algoritmu, ktory je
podobny Kohonenovmu uceniu.

Vstupné vzory su prezentované vSetkym klastrovym
centram po jednom. Najblizsie klastrové centrum vyhrava
a je posunuté smerom k novym udajom.

Toto ma svoju vyhodu v tom, Ze méze byt robené on-line,
udaje su spracovavané len jedenkrat.



s

Pokles gradientu a chyba

Pokles gradientu je vSeobecny pristup, vychodiskom je stanovena chyba

0 Uprava vah




Polynomialne siete

Polynomidlne siete
O Funkcie v neurénoch umoznuju priamo pocitat hodnoty polynomov na vstupoch

O Aproximdcie funkcii vyssich radov pomocou viacerych neuréonov (hoci bez skrytych
neuronov) Kazdy neurén ma viac vahovych prepojeni
Siete vysSich radov

f(wu + E Wi 25 + -+ E : Wiy ,52,e g tirlge <« - ?’.fk)

J1 J13325eees Tk

O # vah pre jeden neurén:

12", 2N . Kn
1 2 K

Mé6zu byt trénované metddou Least Mean Squared Errors (LMS).



Polynomialne siete

Sigma-pi siete
flwo+ ...+ >

NFJ2FI3# 0
O Nepovoluje vyrazy s vy$§imi mocninami vstupov, teda nie si vSeobecnym aproximatorom

Wiy ,jo,js i1 LjaTjz + - - y)
O # vah na jeden neuron:

O Moéze byt trénovana LMS

Pi-sigma siete
0 Jedna skryta vrstva so Sigma funkciou: .
J ryta vrstv & Wk,o T Zj Wk,j5

O Vystupné vrcholy s Pi funkciou:

Sucinové neurdny: f (Hk(wk,ﬂ + Ej wk,jij))

: e e n Pji
Neuron pocdita sudin: I1 j=1%j
Celociselnd mocnina P;; mo6ze byt natrénovana

Casto sa tieto neurény kombinuju s inymi jednotkami (e.g., sigmoid)
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aver

RBF sa trénuje rychlejsie ako dopredné NS

Je lepsia interpretacia pouZzitej siete ako u doprednych NS
Vysledky ukazuju, Ze RBF siete s adaptivnymi centrami
pracuju lepsie nezZ s fixnymi

Preco to tak je, nam vysvetluje Coverova veta.



Priklad

Tréningova vzorka: (x1; t1),..., (x10; t10)

i 1 2 3 4 5
x11i 0.5 0.4 0.6 0.6 0.8
X21 0.7 0.5 0.6 0.4 0.6
ti -1 -1 -1 -1 -1

x1i 0.2 0.1 0.9 0.8 0.3
x21 0.8 0.7 0.3 0.1 0.1
ti 1 1 1 1 1



Grafické zndzornenie
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Urcenie centier

Stanovime pocet centier M = 4,
4 centra boli ur¢ené algoritmom k-means

c1 = [0,1490; 0,7490]T,
c2 = [0,8510; 0,4471]T,

c3 = [0,5615; 0,1950]T
c4 = |0,5018; 0,5984]T .



We set o« = 1 as before, and this gives us four
basis functions ¢1(x) o>(x) @3(x) and @4(x).
e.g.

15— 0.1490)2 + (20, — 0.7490)2
H1(x) = exp ((IL )<+ (a2, ) )

2

Over the given ten data samples, form the
matrix ¢ given by

®1.1 @12 @13 P14
®21 @22 @23 @34

®91 @92 93 094
®10.1 ?102 ¢103 @104
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We can write ten linear equations

¢

0111 -
0 1W] -

- (01 2w + 01,3W3 -
- (22w T 02 3W3 -

¢31W1] -

\,

which is

- (01 4w4 =1
- 02 4W4 = 1)

- 032w T 03 3W3 -

dw =t

- 03.4w4 = 13

010,1W1 T 010,2W2 + ¢10,3W3 + 010,3wW4 = t10



s

witht=[-1,-1,-1,-1,-1,1,1,1,1,1]L. The
least squares estimate is calculated as

w= (o) tolt
The RBF classifier is given by

4
g(x) = ) wio;(x)
i=1

w Is found to be
w = [~74.1191, -65.3503, —8.2930, 138.2853]
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Klasifikacia
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A summary of the construction of RBF network

1. Predetermine the number the centers.
2. Use the k-means clustering algorithm to find centers ci;
2. Calculate ¢i(x) for all training data samples;
3. Form matrix ® and t;
4. Calculate
w = (OrdD)-1 Dt
5. Use the resultant classier g(x) for classification.

Note that k-means clustering algorithm can also be used
RBF neural networks center selection for regression.
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Modifikované podla Dr. Emad A. A. EI-Sebahy




