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Kolmogorovova veta a neurénové siete
L Gvod

Historia

» vysledok ruského matematika A. N. Kolmogorova, 1957,

» ukazuje novy pohfad na moznosti doprednych
neurénovych sieti (NS), Specialne na funkcie, ktoré su nimi
pocitané,

» je zakladom pre aproximacné schopnosti NS,

» Kolmogorova veta obsahuje presné vyrazy pre vyjadrenie
n-dimenzionalnej spojitej funkcie pomocou
1-dimenzionalnych spojitych funkcii.
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Kolmogorovova veta a neurénové siete
L vod

Opakovanie znamych vysledkov

» Kazdy (separovatelny metricky) priestor X dimenzie
mensSej alebo rovnej n mbze byt topologicky vnoreny do
E?"*! (Euclidovsky (2n + 1)-dimenzionalny priestor).

» To znamena, ze trieda konecnych dimenzionalnych
priestorov je topologicky identicka s triedou podmnozin
Euclidovskych priestorov.
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Kolmogorovova veta a neurénové siete
L z&kiadné pojmy

Oznacenie

» C(X) — priestor vSetkych spojitych funkcii nad kompaktnym
priestorom X SO supremovou Normou:
If1l = supxex!f (x)|
» I' —interval (0, 1),

» I" je karteziansky sucin n I' intervalov, t.]
I"=1{0,1) x --- x (0, 1).

n-Kréat

CRI= =» «Z>» T 9DAC
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Kolmogorovova veta a neurénové siete

L Kolmogorova veta (KT)

Doklady akademii nauk SSSR, 1957

Theorem (1. Kolmogorov)

Pre fubovolné n,n > 2, existuju spojité realne funkcie "1
definované nal' = (0,1) také, Ze lubovolnd spojitti redlnu
funkciu n-premenych je mozné vyjadrit v tvare:

2n+1 n

f(xlv"'7xn): qu prq(xp) ) (1)
qg=1 p=1

kde x(y),q = 1,2,...,2n+ 1 su spojité funkcie jednej
premenney.
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Kolmogorovova veta a neurénové siete
L Dékaz KT

Zakladné mySlienky dékazu - 4 kroky

1. Skoro cely I" pokryjeme navzajom disjunktnymi
n-rozmernymi kockami.

2. Potom zostrojime spojité, monoténne rastuce funkcie "9,
ktoré st definované na I' tak, aby pre dané ¢, funkcia

n-premennych > «"4(x,) zobrazila n-rozmerné kocky do
p=1
navzjom disjunktnych intervalov.
3. Na tychto intervaloch definujeme funkcie x; podla predpisu
a mimo intervalov dodefinujeme na spojité funkcie.
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Kolmogorovova veta a neurénové siete
L pokaz KT

Zakladné myslienky dékazu - 4 kroky

4. Ukazeme, Ze funkcie x4, ktoré potrebujeme, su funkcie
X7 = lim 7.
Potom sa uz fahko dokaze, ze funkcie x4 a ¢*? vyhovuju
vztahu (1).

Doékaz je konstrukény a vefa hovori o vlastnostiach funkcii 74
a x4.

o = = = ) §
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Kolmogorovova veta a neurénové siete

LI. Konstrukcia funkcii.

|. Konstrukcia funkcii v77, 1 <p <n;1 <g<2n+1.

Nech k,i st indexy také, ze: k = 1,2,...;m = (9n)* + 1;
1 <i<my.
Ku kazdej trojici indexov g, k, i skonstruujeme interval (Fig. 1.):

Azyi:<® (i—l—%),@(i—%ﬂ—%)>. )

q q q q
A e A A I Ak,mk
] 1

1
I
1
Fig. 1. Intervaly A}, fori=1,... my.
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LI. Konstrukcia funkcii.

> Dizka intervalu Af ; je @ne (1 = 5;)- Je mozné pouzit aj iné
met6dy na rozdelenie intervalu I' na podintervaly.

» Pre fubovolné pevne zvolené hodnoty k a ¢ posunutim
intervalu A7 ; o vzdialenost - ) dostaneme interval A ;. .

> Intervaly A}, a Af ;|

(dizka medzery) je

, su d|SJuntne, vzdialenost medzi nimi

3n(9n)

> Pre kazdé i, 7, i # i, je Al ;N A, = 0. Intervaly A ;, kde
g,ksuapevné,i=1,...,my, pokryva takmer cely interval I',
okrem medzier medzi nimi.
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Kolmogorovova veta a neurénové siete
|—I. Konstrukcia funkcii.

Konstrukcia funkcii 9.

5 . . — @
Nech S, ; . e karteziansky sucin intervalov A ; , pre
p=1,....n,
q — A4 q
Skoiyoin = Akiy X X Ap s
Je zrejmé, Ze pre rézne n-tice, (i1, ...,i), (j1,---,jn) plati
q q —
> S NS, =0a
> 87 = . U Si..., ie zjiednotenie n-dimenzionalnych
[]yeensin
kociek, ktoré pokryva takmer cely 1.

o = = = DA
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LI. Konstrukcia funkcii.

Theorem (2.)
Je mozZné ngjst konstanty X’ a ¢, také Ze splfiaju nasledujice
podmienky:

1R < X2 <M+ %

2. )‘k < )\k-i-ll < )\ i+ €k — Ek+1s IfAkz ﬂA K1, )

3. Intervaly A, . = <Z N pX—:l N, + n.6k> pri pevnom p

p=1
a q, su navzajom disjunktné.
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I—I. Konstrukcia funkcii.

Z (2) fahko vidiet, Ze ¢, < 2ik

Nech A7, i @ Akll i sl dva intervaly kde i/, = i, + 1.

Podfa 3. a 1. bodu v leme 2, tieto intervaly mézu byt zapisané
v tvare:

n
q _ pq
Afiin = E :Akz ) E :)‘k,i,, +n.e
p=1 p=1

Az,il...i,,_]i'n Z)\ +d, ZA +d+neg ),

Pq
kde d = ,” 1~ Ny

o &5 = = Ha R

Ay
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LI. Konstrukcia funkcii.

Podla 3. bodu v (2), tieto intervaly su disjunkiné a podfa 1.
bodu plati, ze: 0 < d < zl—k Preto musi byt splnené tiez

Z)\ —|—n5k<Z)\
p=1

ag < 4.

Nech p a ¢ st dva indexy. Co je mozné povedat o funkciach
1/1174'?

Kedze pIatla nerovnosti g; < ¢ dad<
4, Ek S 3

2k, mame:
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LI. Konstrukcia funkcii.

Na zaklade vysSie uvedenych vlastnosti intervalov A% a
konstant \}%, < je moZné dokézat nasledujicu vetu.

Theorem (3.)

Pri pevne danych p a ¢ podmienka
5. X% < pPi(x) < X +ex prex € A
Jjednoznacne definuje spojitt funkciu 1?4(x) na intervale I'.  ©
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Kolmogorovova veta a neurénové siete
|—I. Konstrukcia funkcii

Pretoze plati

Xeiy1» funkcia ¢7 bude na intervale Ay ;. |
nadobudat’ vacsie hodnoty nez na intervale A7 . (Fig. 2)

4
y
&
}\ﬁn gk
A ;
' q q >
0 ki i+t X
X Pq
Fig. 2. Intervaly A i+1 @ konstanty X% a \j% .
[m] [ = = = Da >
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LI. Konstrukcia funkcii.

v

ZvySenim hodnoty indexu k o 1, je skon&truovany jemnejsi
rozklad intervalu I' na mensie podintervaly.

Z 2. bodu v (2) je zname, ze )\”q < )\k+1 e Gt ek — ekt
pre

v

q q
A N AL 7 0.

Prava nerovnost implikuje, ze

v

Ak+1l/+5k+1 <A +€k

v

Z 1. bodu a z platnosti ¢, > 0 vyplyva

)‘Il:qz < >‘k+1 < )‘ii]l-l,i’ + Ekt1-

: :
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LI. Konstrukcia funkcii.

v

A pre kazd dvojicu intervalov A{ ; a A{ | ;. ktoré
maju spolocné body plati

Pa — \P4 pa pq
Nei < Nexrp < Negrp 81 S A+ ke

Hodnoty funkcii *? na intervale AZJ. moézu byt vypocitané
presnejSie na intervaloch AZHJ.,, ktoré maju nejaké
spolo¢né body s intervalom A} ; (Fig. 3).

Funkcie 7 mdzu byt definované ako po Castiach
kon&tantné funkcie na malych intervaloch (znamené to ako
schodovité funkcie).

Je nutné ukazat, ze funkcia ¢?? je spojita v kazdom bode
intervalu 7.
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|—I. Konstrukcia funkcii.

Z 3. ab5. boduv(2)a (3) vyplyva:
6. h v (xy) € AL, , for (x,

q
. Xn) € Sty
y N
KP?"'BI(" ...........
ki D:]
(|}
. o™
B : ;
L ALy Al
>
0

q X
ki

Fig. 3. Hodnoty funkcie 47 na intervaloch A{ ; a A

q
.
k+1,i
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Kolmogorovova veta a neurénové siete
L11. Konstrukcia funkeii x7.

Funkcie x¢ budi konstruované pomocou funkcii x; ako limitné
funkcie x¢ = lim ;. Nech:
r—o00

2n+1

n

fr(x, oo x) = Z b Z@bpq(xp) 3)
q=1 p=1

M, = sup f — |
I’L

(4)
Je mozné ukazat, Ze pre r — oo funkcie f,. sa blizia ku funkcii f,
a to tak, ze 1_i>m =

Pre r = 0, definujeme x{(x) =0
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Kolmogorovova veta a neurénové siete
L 1. Konstrukeia funkeii .

Z definicie x¢ vyplyva:

fo=0, My= sup [f1-

Funkcie x{ pre r > 0 budu definované rekurentne.

Mame definované spojité funkcie x?_,,f,—1 a mame dané k,_,
(ky—1 urCuje rozklad I" na n-dimenzionalne kocky).
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L 1. Konstrukeia funkeii .

Kedze dizky stran kociek S 1.0, Pre k — oo sa blizia k nule,

vieme vybrat k, také vel’ke aby na fubovolnej n-dimenzionalne;j

kocke SZ!},.I._J." pre v8etky %,y € S} ; . bola splnena
nasledujuca nerovnost':

|(f_fr71)()_c) - (f_frfl)(y” < o+ 2Mr71-

[m] [ =

Ay
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Kolmogorovova veta a neurénové siete

L11. Konstrukcia funkeii x7.

Nech ¢/, je fubovolny bod intervalu A ..
(&iys---»€L;,) Je bod n- dlmen2|onalnej kocky S

Ji1eedn”

Funkcia x/(y) bude definovana na intervale Aj; ; nasledovne:

1
Xg(y) = XZ—I(y) + m (f(é.ltcl,iﬂ s aglz,in) _fr—l(gltcl,iﬁ cee aglg,in)(>5')

Z (5) dostavame:

IXEO) = X O = —— (&, &) — a1 (€l -5 €L

n+1

1
< —frl|l= —M, ;.
_n+15}tp\f fr 1| 1 r—1

o I = =

:
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LII. Konstrukcia funkcii x 9.

a nasledujuca nerovnost (6) je splnena:

x0) — X, )] < — (6)

R m r—1-

V medzeréach medzi intervalmi A{; . funkcia x/(y) bude
definovana ako spojita funkcia tak, aby bola splnena nerovnost

(6).
Rozdiel f(x) — f,(x) mbze byt ohraniCeny pomocou vztahov (7)
a (8) a vytvara klesajucu postupnost’ pre r — oo.

FOH0) =@ oD~ 3 (3 () - ()

q=1 p=1 p=1
(7)
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Kolmogorovova veta a neurénové siete
L 1. Konstrukeia funkeii .

A tiez plati

&) — f(x)] < 2t ]

M,_
2+ 2 r—1,
pre fubovolné x = (x1,x2,...,x,) € I".
Z (8) dostavame
< 2n+1
r X m T ) r—1

2n+1\"
M, < M
’—<2n+2) 0

Pomocou (4) a (9) je mozné dokazat, ze l_i)m fr=fa

©

postupnost funkcii x{ konverguje rovnomerne k funkcii x4
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Kolmogorovova veta a neurénové siete

LKolmogorova veta and Its Impact on Neural Networks

Rovnica (1) méze byt interpretovana ako 3-vrstvova dopredna
neurénova siet, kde

> k-ty skryty neurén pogita funkciu z, = 377, 979(x,),

> vystupné neurdny pocitaji funkcie Y4 x9(z,) a

> 7 je vystup skrytej vrstvy.
Nie je tu vSak povedané, aky tvar maju mat funkcie x4, 4.
Kolmogorovovu vetu vylepSil Sprecher, ktory sformuloval iny
tvar vnutornej sumy vo vztahu (1).
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LKolmogorova veta and Its Impact on Neural Networks

Prvou préacou, v ktorej bola Studovana univerzélna aproximacia

doprednych NS bola praca Hecht-Nielsena.
Kurkova dokazala, ze pri Uprave (1) na aproximacnu nerovnost,

je potrebné riesit nasledujuce:
1. Funkcie 4?7 vysoko hladké.
2. Funkcie x? zavisia od f a nie su reprezentovatefné v
parametrickom tvare.
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I—Kolmogorova veta and Its Impact on Neural Networks
:

Kolmogorovova veta a nklirénové siete

[ ]
Xn

X1

Dac
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LKolmogorova veta and Its Impact on Neural Networks

Theorem (Kurkova, 1991)

Nech n > 2 je prirodzené cislo, o : R — |0, 1] je sigmoidalna
funkcia, f : [0,1] — R je spojita funkcia a ¢ je kladné realne
cislo. Potom existuje prirodzené cislo k a schodovité funkcie
typuo P ¢l i=1...k,p=1,... n také,Ze pre kazdé
(x1,...,x,) € [0, 1]" plati

f(x1,- . xm) — Sh6 (Zh_ 9P () [ <e. ©  (10)
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I—Kolmogorova veta and Its Impact on Neural Networks
:

Oznacenie

w(h,0) = sup{h(x) — h(y)},
x= (xla"')xn)yy: (yl,...
If112° = supxer{f(x)} < oc.

,yn) EI”,|x,~—y,~| <5,i= 1,...,n,

o (= = E DA
:
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LKolmogorova veta and Its Impact on Neural Networks

Theorem (Kurkova, 1992)

Nechn € N,n > 2, nech o : R — I je sigmoidalna funkcia,
f € C(I") anech ¢ je kladné reélne Cislo. Potom pre kaZzdé
m € N také, Zem > 2n+1a . —}—V<Hf”awf(l/m)<vm”

2m—3n
pre nejake kladné Cislo v € R mdéZe byt funkcia f aproximovana

s presnostou e pomocou doprednej neurénovej siete s dvoma
skrytymi vrstvami, pricom v prvej skrytej vrstve ma siet

nm(m + 1) neurénov a v druhej skrytej vrstve ma m?(m + 1)"
neurdénov s aktivacnou funkciou o. Navyse vsetky vahy a prahy
siete s vynimkou vah spdjajucich druht skrytud vrstvu a
vystupny neuron , su pevné pre vsetky funkcie g, pre ktoré plati:
llgll < |If|| @ zaroveri w,(6) < wr(d) pre fubovolné ¢ > 0. ©)
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Kolmogorovova veta a neurénové siete

LKolmogorova veta and Its Impact on Neural Networks

Zaujimaveé vysledky poslednej vety
1. horné hranice na pocet neurénov v skrytej vrstve, a
2. len vahy druhej skrytej vrstvy zavisia od funkcie f.

Kurkovej vysledky vedu k navrhu novych uciacich algoritmov.
Kurkova a Neruda’s charakterizovali funktionalitu
ekvivalentnych Gaussian Radial Basis Function (RBF) sieti.
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