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Fuzzy neurénové siete

Abstrakt

V prvej Casti sa oboznamime s fuzzy Cislami, ktoré su tiez pouzitelné
pri konstrukcii neurénov.

Spojit vyhody ponukané fuzzy logikou a teériou fuzzy mnozin s
prednostami neurénovych sieti sa snazi nové odvetvie — fuzzy
neurénoveé siete.

Podobne ako klasické neurdnoveé siete, aj tieto je mozné rozdelit na
statické (feedforward) a dynamické (feedback). Predmetom nasho
zaujmu budu statické fuzzy neurénové siete.
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Fuzzy neurénové siete
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Fuzzy neurénové siete

EDefinicia fuzzy cisla

Fuzzy neurony

@ Zakladnym stavebnym prvkom fuzzy neurénovych sieti je fuzzy
neurdn, ktory pracuje rovnako ako obyCajny neurdn, ma vSak
navySe schopnost vysporiadat sa s fuzzy informaciou.

@ Podstatny rozdiel medzi oboma typmi neurénov z vypoctového
hladiska spociva v definicii matematickych operacii.

@ Tie mézu byt vo fuzzy neurdne predstavované fuzzy aritmetikou
alebo operaciami fuzzy logiky.
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Fuzzy neurénové siete

EDefinl’cia fuzzy cisla
Uvod

@ Uvazujme U klasicki mnozinu, ktord budeme nazyvat univerzom.

@ Fuzzy mnozina A nad U/ je potom jednoznacne uréena jej
funkciou prislusnosti 4 : U — (0, 1) a nazyva sa tiez fuzzy
podmnozinou univerza U.

@ Fuzzy mnoziny budeme v dalSom stotoznovat s ich funkciami
prisludnosti, teda trieda F (i) v8etkych fuzzy podmnozin univerza
U bude triedou vSetkych funkcii f s D(f) =U a H(f) C (0, 1).

@ Hodnotu iy (x) € (0, 1), ktora fuzzy mnozina A priradi prvku x € U,
nazyvame stupnom prislusnosti prvku x do fuzzy mnoziny A. V
pripade, ze uy(x) = 0, hovorime, Ze x nepatri do A, ak u(x) =1,
hovorime, Ze x patri do A.

@ V pripade, ze pa(x) # 0 a mu(x) # 1, hovorime, Ze x CiastoCne patri
do A.
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Fuzzy neurénové siete

EDefinl’cia fuzzy cisla
Realne fuzzy cisla

su Specialne fuzzy mnoziny v univerze realnych Cisel, pomocou
ktorych je mozné modelovat pojmy ako asi 2, priblizne 3 a pod.
Definicia

Fuzzy ¢islom nazyvame konvexnu fuzzy mnoZinu A € F(R), ktorej
funkcia prislusnosti je spojita a existuju body a, by, by, ¢ € R také, Ze
a < by <by <caplati:

a) pre kazdéx € (—oo,a) U (c,00) je pa(x) =0,

b) pa je rastiuca na (a,b,) a klesajuca na (b,, c),

c) pala) =0, ua(c) =0 apre vetky x € (by,by) je ua(x) = 1.
Pritom méZe byt a = —oo, ¢ = oo a by = bs.

Mnozinu vSetkych realnych fuzzy ¢isel budeme oznacovat T'.
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Fuzzy neurénové siete

EDefinicia fuzzy cisla

Realne fuzzy cisla

su vlastne Specialne fuzzy mnoziny, ktoré je mozné zapisovat' v
roznych tvaroch. Pri praci s fuzzy ¢islami budeme vyuzivat ich dva
rozne zapisy. Prvy spOsob zapisu fuzzy Cisla A je

A= Uenin) = U)o U (s1) 0 U (romen).

X=0D1 X=0D)
kde A, predstavuje rastlcu a Ag klesajucu Cast fuzzy mnoziny.
Fuzzy Gisla 2 asi 2a 3 asi 3 je mozné modelovat napriklad takto:

§:O(x,x—l)uo<x,3—x>, (1)

x=

—_

3= (x,x—Z)UCJ(x,4—x). (2)

x=2 x=3
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Fuzzy neurénové siete

Definicia fuzzy cisla

Znazornenie fuzzy cisel

Tieto fuzzy Cisla s znazornené na nasledujucom obrazku. Takéto
fuzzy Cisla, ktorych funkcia prisluSnosti je trojuholnikového tvaru so

zakladnou v (a, ¢) a vrcholom v by = b,, nazyvame tiez trojuholnikové
fuzzy Cisla.

f f T T >

0 1 2 3 4 X
Grafické zndzornenie mozného tvaru fuzzy éisel 2 a3
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Fuzzy neurénové siete

EDefinicia fuzzy cisla

Iny spésob zapisu fuzzy cCisla

A= (xm0) 3)

xelu
je pomocou a-rezov

1
A=Ja-Ap), (4)
a=0
pricom A,y znamena a-rez fuzzy mnoziny A a « je reélne Cislo. (Rez
Ay = {x;a < pa(x)}, je to klasicka mnoZina.)
Symbol a - A(,) v8ak nepredstavuje mnozinu prvkov z a-rezu A,
vynasobenych &islom «, ale fuzzy mnozinu, ktorej funkciu prislusnosti
dostaneme vynasobenim charakteristickej funkcie a-rezu A, Cislom
.
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Fuzzy neurénové siete

EDefinicia fuzzy cisla

Iny spésob zapisu fuzzy cCisla

Nech A je nejaké fuzzy Cislo a « reélne Cislo z (0, 1). Charakteristicka
funkcia X4 ,, a-rezu A, je potom

1 ) >«
X)) = { 0 inak.

Fuzzy mnoZina a - A, je teda ur€ena takouto funkciou prislusnosti

o ) za
MQ'AW(X) o { 0 inak.

Nosi¢ fuzzy mnoziny A je klasicka mnozina SuppA = {x;Ax # 0}
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Fuzzy neurénové siete

EZa’kladné operacie s fuzzy cislami

Kladné, zaporné, inverzné fuzzy cislo

Definicia

Fuzzy ¢islo A je kladné (resp. zaporné), akk SuppA C (0, 00) (resp. ak
SuppA C (—00,0)). Ak A nie je ani kladné, ani zaporné, potom je
nulové. Opak A je fuzzy Cislo -A s funkciou prislusnosti

p-a(x) = pa(=x).

Ak A nie je nulové fuzzy Cislo, potom k nemu inverzné fuzzy cislo je
A~ s funkciou prislusnosti

T
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Fuzzy neurénové siete

EZa’kladné operacie s fuzzy cislami

Definicia

Nech U je univerzum je na riom definovana binarna operacia = a A, B
su fuzzy podmnoziny U. Rozsirenie tejto operacie na fuzzy mnoZiny
A, B je fuzzy mnoZina C = A x B s funkciou prislusnosti

Cz=V{AxA\By;x,y € Uaz = xx*Yy, inak0}

pre véetky z € U.
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Fuzzy neurénové siete

EZa’kladné operacie s fuzzy cislami

Kladné, zaporné, inverzné fuzzy cislo

Tato definicia je v sulade s principom rozSirenia, podla ktorého je

pa@= s (1) = p(-2)

pa—1(z) = sup  (pa(x)) = pa(l/z).
x€U,z=1/x

Opakom kladného fuzzy Cisla 2 z predchadzajiceho prikladu je
zaporné fuzzy Cislo —2 =

-1 =7 1 1
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Fuzzy neurénové siete

EZa’kladné operacie s fuzzy cislami

Kladné, zaporné, inverzné fuzzy cislo

Inverzné fuzzy &islok 2 je 2! =

L e N1 ! 1o
U Gz )o U (m3-5) = U e )P U o=y 2/
x=1/2 x=1/3 a=0 a=0

Uvazujme teraz fuzzy Cisla A, B. Ich suctom je fuzzy Cislo C = A ¢ B,
ktorého funkciu prislusnosti mézeme urcit pomocou principu
rozS8irenia nasledovne.

pe(z) = sup  (pa(x) t pa(y)).
x,y €U, z=x+y
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Fuzzy neurénové siete

EZa’kladné operacie s fuzzy cislami

Dalsie operacie - kniha V. Novaka

Vo vSeobecnosti je vSak tazké funkciu prislusnosti pc presne vyjadrit.
Na urCenie suctu, sucinu, pripadne inych operacii na mnozine fuzzy
Cisel je preto mozné vyuzit nasledovné tvrdenie, ktoré nam umoznuje
previest operacie s fuzzy Cislami na operacie s ich a-rezmi.

Veta

Nech A, A, st fuzzy isla, f : R — R je rasttca (resp. klesajtica)

spojita binarna funkcia a B = f(A1,A,) fuzzy Cislo indukované z A, A,

pomocou principu rozsirenia, kde t = tg. Potom pre kaZdeé o € (0, 1) je
B(a) :f(A1a7A2a)7

kdef(Ai,,A2,) = {y |y =f(x1,x2) & pa,(x1) = @ & pa, (x2) = a}.
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Fuzzy neurénové siete

EZa’kladné operacie s fuzzy cislami

Kedze scitanie, ako aj nasobenie kladnych Cisel, je rastlica operacia a
nasobenie zapornych Cisel je klesajlca operacia, mézeme dané
tvrdenie aplikovat' na sucet & a nasobenie © kladnych, resp.
zapornych fuzzy Cisel. Nasobenie fuzzy Cisel s rozdielnymi
znamienkami, ako aj rozdiel & dvoch fuzzy Cisel je mozné realizovat,
ak si uvedomime, 2e (—A) ©B=—-(A©®B)aA©B=A® (—B).
Podobne podiel @ dvoch fuzzy Cisel je mozné previest na nasobenie

Ao2B=A0B"!

v pripade, Ze B nie je nulové fuzzy Cislo.

Gabriela Andrejkova (Ustav informatiky) Fuzzy neurénové siete 16/33



Fuzzy neurénové siete

EZa’kladné operacie s fuzzy cislami

Podla tvrdenia je teda mozné sucet a sucin dvoch fuzzy Cisel A, B
vyjadrit nasledovne:

1 1
AoB=|Joa A0B) =)o (4w +Bw)
a=0 a=0
1 1
AG®B= U « - (A@B)(a) = U o - (A(a) -B(a))-
a=0 a=0

Gabriela Andrejkova (Ustav informatiky) Fuzzy neurénové siete 17/33



Fuzzy neurénové siete

EZa’kladné operacie s fuzzy cislami

Ak teda opat uvazujeme fuzzy &isla 2 a 3, tak

1
2® §:U (20+3,5U | Ja-(57-2a)

a=0
~ _ 1 1
203= U (@ +3a+2,6)U | Ja-(6,12—Ta+a?).
a=0 a=0

Podobnym spdsobom ako sucet alebo sucin dvoch fuzzy Cisel je pre
fuzzy Cisla mozné zaviest aj iné anal6gie operacii a pojmov bezne
pouzivanych pri praci s realnymi Cislami.

To umoznuje rozSirit uz zname matematické alebo vypoctové modely
tak, ze su schopné pracovat’ aj istou neistotou tykajucou sa ich
vstupnych parametrov.
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Fuzzy neurénové siete

Fuzzy neurény

Zakladnym stavebnym prvkom fuzzy neurénovych sieti je fuzzy
neurén, ktory pracuje rovnako ako obyc&ajny neurén, ma vsak navyse
schopnost vysporiadat’ sa s fuzzy informaciou.

Podstatny rozdiel medzi oboma typmi neurénov z vypoctového
hradiska spociva v definicii matematickych operacii.

Tie m6zu byt vo fuzzy neuréne predstavované

@ fuzzy aritmetikou - vstupy aj vahy su fuzzy Cisla a operacie
v neurdne su reprezentované fuzzy aritmetikou,
@ operaciami fuzzy logiky - vstupy a vahy su z intervalu (0, 1)

a neurénové operacie su vyjadrené pomocou operacii fuzzy
logiky.
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Fuzzy neurénové siete

Fuzzy neurény

Fuzzy neurény
Neurdn predstavuje zobrazenie v:R" — R, ktoré je mozné vyjadrit ako
v(x) = U(A(x,w)),

kde x € R" reprezentuje n-rozmerny vstup do neurdnu, w je vektor vah,
U : R — R je nejaka nelinearna prenosova funkciaa A : R" x R" — R je
funkcia vyjadrujuca mieru podobnosti vektorov x a w. V pripade, Ze
agregacna funkcia A je reprezentovana skalarnym sucinom, tak pre
vystup y neurénu plati:

y=v(x) = \I/(Z xXiw;). (5)
i=1

Tento neurdn vyuzijeme ako zaklad na demonstraciu oboch typov
fuzzy neurénu.
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Fuzzy neurénové siete

Fuzzy neurénové siete zaloZzené na operaciach fuzzy logiky

Vstupy v beznych neurénovych sietach su konkrétne hodnoty z
intervalov Iy, ... ,I, transformované do intervalov (0, 1), pripadne

<_1 ) 1 >

V niektorych pripadoch je vyhodnejSie zostrojit nad jednotlivymi
intervalmi /; niekolko fuzzy mnozin a ako vstupy do siete uvazovat
stupne prlslusnostl tychto fuzzy mnozin.

Vektor vstupnych signalov x do neurénu je teda v tomto pripade
ohrani¢eny jednotkovou hyperkockou (0, 1)". Podobne aj vektor vah w
uvazujeme z (0, 1)".
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Fuzzy neurénové siete zaloZzené na operaciach fuzzy logiky

Norma a konorma

Binarna operéacia T v realnom intervale (0, 1) sa nazyva t-norma, akk:
@ je asociativna a komutativna,
@ je neklesajuca v prvom — a teda v kazdom — argumente,

@ ma 1 ako neutralny prvok, T(u, 1) = T(1,u) = u, pre kazdé u
patriace do (0, 1).

Binarna operéacia S v realnom intervale (0, 1) sa nazyva t-konorma,
akk:

@ je asociativna a komutativna,
@ je neklesajuca v oboch argumentoch,

@ ma 0 ako neutralny prvok, S(u,0) = S(0,u) = u, pre kazdé u
patriace do (0, 1).

Gabriela Andrejkova (Ustav informatiky) Fuzzy neurénové siete 22/33



Fuzzy neurénové siete

Fuzzy neurénové siete zaloZzené na operaciach fuzzy logiky

Matematické operacie na tychto signaloch su reprezentované
zovSeobecnenymi pravdivostnymi funkciami konjunkcie, disjunkcie,
negacie, pripadne implikacie.

Ak vo vztahu (5) nahradime operator . --normou t a operator +
prislusnou ¢-konormou s; = s, potom mieru podobnosti vektorov x a w
mozeme vyjadrit’ ako

A(x, w) = 'gl(x,- tw;) € (0,1). (6)

=

Vystup y tohoto neurénu bude

3
I
<
—~
w4
S—
I
S
—~~
n3

()C,‘ t Wl')) S <0, l),

kde ¥ je nejaka nelinearna aktivacna funkcia.
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Fuzzy neurénové siete

Fuzzy neurénové siete zaloZzené na operaciach fuzzy logiky

@ Jednou z charakteristickych viastnosti funkcie A je to, Ze je
neklesajuca. To znamena, ze pre fubovolné dva vektory x, y € R®
také, ze x; <y, i=1,...,n, plati A(x,w) < A(y,w).

@ SkutoCne, vzhfadom na to, Zze -norma aj s-konorma su
neklesajuce funkcie, je aj funkcia A neklesajuca.

@ Funkcia ¥ je sigmoidalna, Cize tiez neklesajuca, preto aj funkcia v
je neklesajuca.

@ Kazdy takto definovany fuzzy neurén teda predstavuje
neklesajucu funkciu.
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Fuzzy neurénové siete

Fuzzy neurénové siete zaloZzené na operaciach fuzzy logiky

@ Ak takéto fuzzy neurény zoskupime do jednej vrstvy, ta bude tiez
predstavovat neklesajuce zobrazenie.

@ Vzhfadom na to, Ze vo viacvrstvovych sietach su vstupmi do
neurénov bud vstupy z vonkajSieho sveta (pre vstupnu vrstvu),
alebo vystupy neurdnov z predchadzajucej vrstvy (pre vyssie
vrstvy), aj viacvrstvova siet’ zlozena z takychto neurénov
predstavuje neklesajuce zobrazenie.

@ Znamena to teda, ze takymito sietami je mozné aproximovat
nanajvys$ neklesajuce funkcie. Na odstranenie tohoto obmedzenia
je potrebné zvolit inu funkciu, ktora by vyjadrovala mieru
podobnosti vektorov x a w.
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Fuzzy neurénové siete zaloZzené na operaciach fuzzy logiky

Priklad

5 (Co0mi) 0ws 605) + () b w0 o) 9 m4()

aku <vy

M(xw) = 8 (1—|g—wl) = § (€1(x,w)) alebo
ha(xw) = 3
= 5 (G w),
pricom
n(z) = ny(zg)=1-z
o) = dolun) =1 |

Fuzzy neurénové siete
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Fuzzy neurénové siete

Fuzzy neurénové siete zaloZzené na operaciach fuzzy logiky

Priklad - pokracovanie

O A, ukdzeme, Ze nie je monotdnna v pripade, Ze s = max. Pre
jednoduchost sa obmedzime na dvojrozmerny pripad.
Potrebujeme najst’ trojicu bodov x < y < z takych, ze

Al(X) < Al(y) & A](y) > Al(Z).

Vezmimey =w = (w;,wy), X = (W) —d,wa —0), 2= (w1 +0,wr + ) pre
nejaké vhodné ¢ > 0. Potom plati

L—|yi—wi| = 1—|n—wl=1,
1—|X1—W1| = 1—‘)62—W2’:1—(5<1,
l—|a—wi| = 1—-|jo-—wm|=1-0<1.

Z tychto vztahov a definicie funkcie A; vyplyva, ze

A(x) <Ai(y) & Ai(z) < Aq(y).
Co sme chceli ukazat.
Fuzzy neurénové siete
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Fuzzy neurénové siete zaloZzené na operaciach fuzzy logiky

Struktura fuzzy neurénovych sieti zalozenych na
fuzzy aritmetike

@ Budeme vyuzivat niektoré poznatky z oblasti fuzzy aritmetiky.

@ Struktira fuzzy neurénovych sieti tohoto typu je opat rovnaka ako
u beznych neurénovych sieti, avSak vstupy do neurénov, vahy,
ako aj vystupy z neurénov su fuzzy C&isla.

@ V tomto pripade fuzzy neurén predstavuje zobrazenie v : I — T,
pricom I" oznaCuje mnozinu vSetkych realnych fuzzy Cisel.

@ Agregacnu a prenosovu funkciu fuzzy neurdnu ziskame z
agregacnej a prenosovej funkcie klasického neuré6nu pomocou
principu rozsirenia.

@ Takéto fuzzy neurénové siete su v literatire oznacené ako
regularne fuzzy neurénové siete, skratene FNN.
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Fuzzy neurénové siete zaloZzené na operaciach fuzzy logiky

@ V pripade, ze umoznime, aby agregacné a prenosové funkcie boli
definované aj inak, nez z prislusnych funkcii klasického neurénu
cez princip rozSirenia a tiez, aby sa v sieti mohli vyskytovat aj
klasické neurdny, dostavame siet, ktoru v literatire oznacuju ako
hybridnu fuzzy neurénovu siet, skratene HFNN.

@ Je to teda siet, ktorej vstupy aj vystupy su fuzzy Cisla, avSak
vnutorna Struktira siete je hybridna. To znamena, Ze sa v sieti
mézu vyskytovat
a) vySSie uvazované fuzzy neurény,

b) neurédny, ktorych vstupmi aj vystupmi mézu byt ako reélne
Cisla, tak aj fuzzy Cisla,
c) klasické neurony.
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Fuzzy neurénové siete zaloZzené na operaciach fuzzy logiky

Kedze sa v sieti m6zu vyskytovat aj neurdny typu b), c), upustime aj
od poziadavky, aby vSetky vahy boli fuzzy Cisla.

Vstupy do siete su fuzzy Cisla N, M. Neurdny vo vstupnej vrstve
predstavuju identické zobrazenie, teda vystup z neurénu N; je N, z
neurébnu N, M. Vystupom agregacnej funkcie Az neurdnu Nj je

A3(N, M, Wiz, Wa3) =Lz = (N O Wi3) @ (M © Wa3), (7)

kde ®, @ predstavuju fuzzy sucin, resp. sucet ziskany principom
rozSirenia. To znamend, ze ak oznatime P=A®Ba Q = A ©® B, tak

pe(z) = Zil;_liy(MA(x)tﬂB(y))a (8)
po(z) = Zs:uxpy(uA(x)tuB(y)). (9)
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Fuzzy neurénové siete zaloZzené na operaciach fuzzy logiky

Priklad

w
14 /
u— (%)

Woq

Priklad jednoduchej fuzzy neurdnovej siete.
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Fuzzy neurénové siete zaloZzené na operaciach fuzzy logiky

Podobne pre neurdn Ny
Ay(N, M, W14, Woa) =Ly = (N © Wia) ® (M © Way).
Prenosové funkcie neurénov N3, N4 a N5 uvazujeme rovnakeé
Vi =V, = U5 = U, ziskané napriklad z funkcie f : R — R,
f(x) = (1 +e*)~! principom roz8irenia. Vystup O3 neurénu Ns je teda
03 = \II(L'J’)a (10)

podobne vystupom neurénu N, je

04 = U(Ly).
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Fuzzy neurénové siete zaloZzené na operaciach fuzzy logiky

Vystupom neurénu Ns je
Y = ¥(Ls),

kde
Ls = As(03,04, W35, Was) = (03 © W3s5) @ (04 © Wys).

Téato FNN teda zobrazuje (N, M) na Y (fuzzy cCislo v (0, 1)), ¢o budeme
oznacovat Y = FNN(N,M).

Gabriela Andrejkova (Ustav informatiky) Fuzzy neurénové siete 33/33



	Fuzzy neuróny

