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Optimalizacny problém

e Nech funkcia f:-D—->R

zobrazuje n-rozmernu kocku D (karteziansky sucin
uzavretych intervalov [a;,b;]) na realne Cisla yeR,

D :13[@ b1=[a.b]x[a,b,]x..x[a,.b,]




Tato funkcia je ohranicena dvomi
podmienkami:

(1) Existuje taky algoritmus, ktory funkciu f "vypocita
dostatocne rychlo" s pozadovanou presnostou pre
kazdé xeD (hovorime, ze funkcia f je dobre
vypocitatelna).

(2) Pre kazdu dvojicu lokalnych minim x1, x2eD je
vzdialenost |x1-x2| vacsia ako daneé kladné Cislo 6>0,
IXx1-X2|>8.

f(x)

> X




Optimalizacny problém

e Podmienka zhora ohraniCuje pocet lokalnych minim
funkcie f, ktoré sa vyskytuju na kocke D.

e Nie je mozné, aby sa v flubovolnom okoli minima
funkcie vyskytovalo iné minimum, pre urcité malé okolie
minima funkcie by vySSie uvedena podmienka [x1-x2|>6
prestala platit.

e Podmienka automaticky vylucuje z triedy pripustnych
funkcii tie funkcie, ktoré su "fraktalového" typu, t. J. v
kazdom okoli nejakeho minima sa nachadza aspon
jedno iné minimum.



Optimalizacny problem

Globalne minimum funkcie f na kocke D je urCené vztahom
Xop: =arg min f (x)

xeD
Najdenie globalneho minima pouzitim klasickych
optimalizaCcnych metdd (gradientovych a negradientovych)
patri medzi tazko riesitelneé problemy pre funkcie, ktore nie
su ohraniCené dalSimi podmienkami (napr. ze f (X) je
konvexna funkcia v oblasti D).

Z tychto dovodov sa v sucCasnosti pri rieseni problemu cCasto
pouzivaju tzv. evolucné optimalizacne algoritmy, ktoré
poskytuju riesenia blizke globalnemu alebo s nim totozne.



Transformacia spojitéeho optimalizacnhého 3
problému na binarny optimalizacny problém

e Predpokladajme, ze kazda z n premennych vektora xeD je
vyjadrend v binarnej reprezentacii bitovym vektorom dizky k. To
znamena, ze vektor xeD je v binarnej reprezentacii vyjadreny
bitovym vektorom dizky kn.

(123 - k[ 12[3] - I [11203] - K

Nech funkcia f vyhovuje druhej podmienke pre danu kladnu
konstantu 8. Budeme predpokladat, Ze diZka binarnej reprezentacie
k je zvolena tak, ze plati

(b -a)
(2-1)
Tato podmienka vyzaduje, aby minimalna vzdialenost medzi dvoma
minimami funkcie f (x) nad oblastou D bola omnoho vacsia ako
"presnost™ binarnej reprezentacie pre kazdu premennu vektora x eD.

o >>
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Optimalizacny problém

e Prechod od binarneho vektora a=(a,,0.,, ..., a,,)€{0,1} < k
spojitému vektoru x=(Xy,X,,..., X,)€D sa mo6ze formalne chapat ako

transformacia

ktora zobrazuje mnozinu binarnych vektorov dizky kn na body - n-
tice realnych Cisel z kocky D.

Inac povedané, konedna mnozina (2") binarnych vektorov dizky kn
je reprezentovana pomocou zobrazenia I' bodmi, ktoré mézu byt v
oblasti D usporiadané do ortogonalnej mriezky



Optimalizacny problem

: : > X
a, b, !

MinimalizaCny problém pri pouziti binarnej reprezentacie n-rozmernych
vektorov X sa teda realizuje na koneCnej mnozine diskrétnych bodov.

Oznadme binarny vektor dizky kn, ktory bol ziskany rieSenim daného
optimalizacného problému, pricom funkcia f tohto problému je totozna s
funkciou f v optimalizaénom probléme

&'Opt = arg aer{T(])i,]r-]}kn f (F(a)) Xopt ~ )zopt - 1_‘(&"Opt )
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Binarna reprezentacia realnych cCisel oo
e Nech binarny vektor a diZky k je interpretovany ako celé &islo

int (o Zoc 2" =0, 2T+ 0,2 "+ 4o, 2+ 0
i1=1
e K tomuto celému Cislu jednoduchym sp6sobom priradime realne
Cislo, ktoré méze byt chapané ako aproximacia realneho Cisla
xela, b]

—int(a)

x~real(o)=a+

(b-a)/(2’-1)

>

o@
@
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Binarna reprezentacia realnych cisel

e Tato konstrukcia racionalneho Cisla a<real(a)<b z
binarneho retazca o dizky k sa formalne interpretuje ako
"transformacia" binarnej reprezentacie na "realnu”
reprezentaciu,

e zostrojené racionalne Cislo real(o) aproximuje
pozadovane realne Cislo x s presnostou (b-a)/(2k-1).
Interval [a, b] obsahuje m=2k bodov x,=a, x,=a+(b-
a)/(2k-1), ..., x; =a+(i -1)(b --a)/(2k-1), ..., X,=Db,




Binarna reprezentacia realnych cisel

e Inverzna transformacia ma tvar

int(a) = ﬁ;:a(zk —1)]

a

e Prechod od binarneho vektora a=(al,02, ...,
akn)e{0,1} kn k spojitemu vektoru x=(x1,x2,..., xn)eD sa
mo&ze formalne chapat ako transformacia

r:{01" »D x =T(a)

ktora zobrazuje mnozinu binarnych vektorov dlzky kn na body - n-
tice realnych Cisel z kocky D. Inac povedane, kone€Cna mnozina
(2kn) binarnych vektorov dizky kn je reprezentovana pomocou
zobrazenia I" bodmi, ktoré moézu byt v oblasti D usporiadané do

ortogonalnej mriezky.



Zakladné stochastické optimalizacné algoritmy:
slepy algoritmus a horolezecky algoritmus

e Dva zakladne typy stochastickych optimalizacnych algoritmov,
ktoré aj ked neobsahuju evolucneé rysy, budu sluzit ako zaklad
pre formulaciu evolucnych optimalizacnych algoritmov.

e Slepy algoritmus - zakladny stochasticky algoritmus, ktory
opakovane generuje nahodne riesenie z oblasti D a zapamata
si ho len vtedy, ak bolo lepsie ako to riesenie, ktoré uz bolo
zaznamenaneé v predchadzajucej historii algoritmu. Z dévodov
kompatibility tohto algoritmu s evolucnymi algoritmami
uvedieme jeho implementaciu pre binarnu reprezentaciu
vektorov — rieseni.
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Slepy algoritmus oo

procedure Blind_Algorithm(input: t._,.k,n; output: o,f.);
begin f; :=o0; t:=0;
while t<t__., do
begin t:=t+1;
o..=nahodne generovany binarny
vektor diZky kn; .
if f(C(a))<f. then “

b, -
begin oy,.=a; i :=f(["(at)) end;
end;

end: e




Slepy algoritmus

-~

e Da sa dokazat, ze tento jednoduchy stochasticky optimalizacny
algoritmus poskytuje korektné globalne minimum
optimalizacného problému realizovaného nad ortogonalnou
mriezkou bodov z oblasti D za predpokladu, ze parameter
procedury t. ., asymptoticky rastie do nekonecna

im P (tmax | otfin = atopt ) =1
t a0 —©

kde P(tyaxlo,=00p) j& pravdepodobnost toho, ze slepy
algoritmus po t.., iteracnych krokoch poskytne vystupnée
rieSenie, ktoré je totozné s presnym riesenim (globalne
minimum).
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Horolezecky algoritmus

—4
O
~—
@

e ktory iteraCne hlada najlepsie lokalne riesenie v urCitom okoli a
rieSenie sa v dalsom kroku pouzije ako "stred" novej oblasti

e operacia mutacie stochasticky transformuje binarny vektor o na
novy binarny vektor o', pricom stochastiCnost tohto procesu je

urcena pravdepodobnostou P,
a' =0, (OL)

e kde a a o' su dva binarne vektory rovnakej dizky kn, kde jednotlivé
komponenty o' su urCené takto

1-a, (prerandom <P, )
a; (ostatné pripady)
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Horolezecky algoritmus

e Okolie U(a) binarneho vektora o sa zostroji pomocou vektorov

U(a)={a' =0, (o)}

pricom budeme predpokladat, ze kardinalita (poCet elementov) sa rovna
predpisanej hodnote |u(a)/=c, kde ¢, je dane kladne celé Cislo.

Poznamenajme, ze v dosledku stochastiCnosti aplikacie operacie mutacie na
dany binarny vektor a ma zlozenie okolia U(a) tiez stochasticky charakter.

To, Ci nejaky vektor o' patri alebo nepatri do okolia U(a), je urCené len
pravdepodobnostne, a nie deterministicky.

Najlepsie riegenie v okoli U(a) je uréené takto & =arg a,rgjpa)f (r(a'))
V horolezeckom algoritme sa takto ziskané rieSenie o* pouzije ako "stred" v

dalsom iteraCnom kroku algoritmu y



Horolezecky algoritmus

procedure Hill_Climbing(input:t, ..,Co,P e Output: fq ot );
begin a:= nahodne generovany binarny vektor dizky kn;
fe :=o0; t:=0;
while t<t_ ., do
begin t:=t+1; o’ =arg nan (C());
1 f(rla))<t, ther
begin
Olfip- =0, X,

fo. =f(C(c")) !

end;
oL =0,
end; a4

end:
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Metoda zakazanéeho hlfadania (tabu search)

e Glover - koncom 80-tych rokov, ako urcité zovSeobecnenie
horolezeckého algoritmu (HA) na riesenie zlozitych optimalizacnych
uloh predovsetkym z operacného vyskumu.

e Zakladnou nevyhodou algoritmu HA je, Ze sa po urcitom pocte
iteraCnych krokov vracia k lokalnemu optimalnemu rieseniu, ktoré
sa vyskytlo uz v jeho predchadzajucom priebehu (problém
zacyklenia).

e Glover navrhol jednoducht heuristiku, ako tento problém odstranit.
Do horolezeckého algoritmu je zavedena tzv. kratkodobad pamdit,
ktora si pre urcity kratky interval predchadzajucej historie
algoritmu pamata inverzné transformacie k tym transformaciam
rieSeni, ktoré poskytovali lokalne optimalne rieSenia. Tieto inverzné
transformacie su zakazané (tabu) pri tvorbe nového okolia pre
dané aktualne rieSenie.
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Metoda zakazaného hlfadania (tabu search)

Definujme si mnozZinu pripustnych transforméacii S = {tl, L, ,...,tp }

Transformacia teS zobrazuje binarny vektor a.e{0,1}" na iny binarny vektor a'<{0,1}k"
t:{01}" —{01}"
pre VteS. Jednoducha realizacia tychto transformacii je Ui ("'ai"'):("'l_ai"')

pre i=1,2,...,p=kn. Operator t, zmeni v i-tej polohe binarnu hodnotu na jej komplement.

Vo vSeobecnosti, transformacie z S su ohraniCené nasledujucimi podmienkami:

e Nech t,t,eS st dve rézne transformacie, t; #t,, potom pre Vo.e{0,1}" plati t,a#t,o.

e Pre kazdu transformaciu te S existuje taka transformacia t1eS, ktora je inverzna k t,
ttlo= t1ta=a, pre Voe{0,1}x" .

e Pre kazdu dvojicu al,a2<{0,1}" réznych binarnych vektorov, al-a2, existuje taka

postupnost t .t ...t es transformacii , ze "vychodzi" vektor a1 je postupne
pretransformovany na  "konecCny" vektor o2

t, t,

I In

o =PB1—=>PB5—...—a, =B,
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Metoda zakazaného hladania (tabu search)

e Okolie U(a) obsahuje obrazy o vytvorené transformaciami te S
U(a)={tavteS}

e PO&vodny horolezecky algoritmus bude teraz modifikovany tak, ze
namiesto okolia generovaného nahodne pomocou stochastickeho
operatora mutacie, pouzijeme deterministicky nové definované
okolie, generované pomocou pripustnych transformacii z mnoziny S.

e Hlavna myslienka tejto heuristiky je zakazany zoznam T (tabu list),
majuci vlastnost kratkodobej pamati, ktory doCasne obsahuje
inverzné transformacie k pouzitym transformaciam v
predchadzajucich iteraciach. Zakazany zoznam transformacii TcS,
maximalnej kardinality s, O<|T|<s, je zostrojeny a systematicky
obnovovany v priebehu celého algoritmu
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Metoda zakazaneho hlfadania (tabu search)

e Ak transformacia t patri pre danu iteraciu do zakazaného
zoznamu, teT, potom sa nemoéze pouzivat v lokalnej
minimalizacii v ramci okolia aktualneho riesenia a.

e Priinicializacii algoritmu je zakazany zoznam prazdny, po
kazdej iteracii sa do zakazaného zoznamu doda transformacia,
ktora poskytla lokalne optimalne rieSenie zostrojené z
rieSenia z predchadzajucej iteracie.

e Po siteraciach zakazany zoznam uz obsahuje s transformacii,
z0 zakazaného zoznamu sa vyluci transformacia, ktora tam
bola dodana pred s iteraciami.

21



Metoda zakazaného hladania (tabu search)

e Uvedieme pseudopascalovsku proceduru pre metodu
zakazaného hfadania.

e \/stupnymi parametrami su time,,, a S, ktoré urCuju maximalny
pocet iteraCcnych krokov resp. velkost zakazaného zoznamu T.

e Procedura obsahuje dva cykly: vonkajsi while-cyklus realizuje
iteraCné kroky zakazaného hladania, zatial Co

e vnutorny for-cyklus sluzi pre konstrukciu okolia U(a).
Poznamenajme, ze toto okolie nie je explicitne zostrojene,
generuju sa len jeho elementy a tie sa hned testuju, Ci ich
funkCna hodnota nie je mensSia ako lokalne najlepSia funkcna
hodnota fq .-

e Vonkajsi cyklus je ukonCeny operaciou obnovy zakazaného
zoznamul.
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Metoda zakazaného hladania (tabu search)

procedure Tabu_Search(input:itime,,,, S, S, K, n; output: f.,ap);
begin a:=nahodne generovany binarny vektor dizky kn:
fe . =00; time:=0; T:=(;
while time<time,,, do
begin time:=time+1; f;, ,.:=0;
for teS do {S je mnozina povolenych transformacii }
begin a':=ta;
iIf (teT and f(I'(a")<fq.100) OF f(I'(a')<fs, then
begin a*:=a';
t*:=t; X,
Ffin-toc-=T(I"(a0)) [
end; b,|----
end;
It Tin10c<fsin then begin T, =f5 e 0p:=0* €nd,
a:=o*; a
if [T|<s then T:=Tu{t"}else T:=(TU{t“H{ t };

end; {z T je odstranena najstarsia transformacia }
end;
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Metoda zakazaného hlfadania (tabu search)

VSe_l’léOSt zakazaneho zoznamu o nahodne generovany binarny vektor
Metdda je inicializovana nahodne
generovanym vektorom o.

Pomocou transformacii t z
mnoziny pripustnych
transformacii S je zostrojené prvé
okolie U(a).

Najlepsie rieSenie z tohto okolia je
oznacené a1, v nasledujucom
iteraChom kroku je toto riesenie
pouzité ako "stred" pre
konstrukciu nového okolia.
Inverzna transformacia je
zavedena do zakazaného
zoznamu T, ktory bol pévodne
prazdny. MensSie bloky v
prav2424om stlpci odpovedaju
zakazanym zoznamom pre
jednotlivé iteracné kroky.




Evolucné programovanie

patri medzi tie stochastické optimalizacné algoritmy, ktoré mozno

chapat ako jednoduché zovseobecnenie horolezeckého algoritmu

Zakladna uloha spociva v rieseni nasledujuceho optimalizachého

problému oy, =arg min f(a)
ae{O,l}

kde f, :{0.1° >R je funkcia, ktora zobrazuje binarne vektory dizky k

na realne Cisla. Nech P je mnozina - populacia rieSeni tvaru

Z populacie P sa nahodne vyberie podpopulacia rodiCov Q, ktora je
upravena pomocou operatora mutacie na podpopulaciu potomkov Q'.
Z tychto dvoch podpopulacii sa vytvori zjednotena podpopulacia R.
Aplikovanim turnaja na tuto podpopulaciu R dostaneme podpopulaciu
nasledovnikov S. Podpopulacia nasledovnikov sa vracia do pévodnej
populacie P tak, ze sa pévodna rodiCovska podpopulacia Q odstrani.
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Evolucné programovanie

26



Evolucnée programovanie 5

procedure Evolutionary Programmning(output: P);
begin P:= nahodne generovana populacia chromozomov;
stop_criterion:=false;
while not stop_criterion do
begin Q:= nahodne vybrana podpopulacia z P;
Q":=0mut(Q); R:=QuQ'; S:=0Otournament(R);
P:=(P\Q)uUS;
If konvergencné kritéria su splnené then
stop_criterion:=true;
end;
end;
{Vystupom je populacia splnujuca konvergencné kritéria}
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Genetické programovanie

e Na prelome 80-tych a 90-tych rokov americky informatik
John Koza (Stanford University) navrhol originalnu
modifikaciu genetického algoritmu, ktoru nazval
genetické programovanie.

e \/ tomto pristupe su chromozémy - znakove retazce
nahradené zlozitejSimi strukturami - funkciami.

e Co sa rozumie pod pojmom "funkcia"?
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Jednoducha funkcia "x*(1+x)" je
reprezentovana pomocou syntaktického
stromu (parse tree)
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